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ON SOME RESULTS AND PROBLEMS FROM DIADIC ANALYSIS
B.I. Golubov
The report will provide an overview of the results related to dyadic analysis, some problems are for-
mulated.
Keywords: orthonormal systems, dyadic analysis, Fourier-Walsh series, Walsh transform.
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Изучаются экстремальные задачи Турана, Фейера, Дельсарта, Логана и Бомана для
преобразования Фурье на гиперболоидеHd−1 или на пространстве Лобачевского. С по-
мощью метода усреднения по сфере эти задачи сводятся к аналогичным задачам для
преобразования Якоби на полупрямой. Для их решения используются квадратурные
формулы Гаусса и Маркова на полупрямой для целых функций экспоненциального типа
по нулям функций Якоби.
Ключевые слова: гиперболоид, пространство Лобачевского, преобразование Фу-
рье, экстремальные задачи Турана, Фейера, Дельсарта, Логана, Бомана, квадратур-
ные формулы Гаусса и Маркова для целых функций экспоненциального типа.
Основные факты гармонического анализа на гиперболоиде или в пространстве
Лобачевского можно найти в [1, гл. 9].
Пусть d ∈ N, d ≥ 3, Rd−1 — действительное (d − 1)-мерное евклидово простран-
ство со скалярнымпроизведением (x, y)= x1y1+. . .+xd−1yd−1 и нормой |x| =
p
(x, x),
Sd−2 = {x ∈ Rd−1 : |x| = 1} — евклидова сфера, Rd−1,1 — действительное d-мерное
псевдоевклидово пространство с билинейнойформой [x, y]=−x1y1−. . .−xd−1yd−1+
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xd yd ,Hd−1 = {x ∈Rd−1,1 : [x, x]= 1, xd > 0} —верхняя пола двуполостного гиперболо-
ида, d(x, y) = arccosh[x, y] = ln([x, y]+
√
[x, y]2−1) — расстояние между x, y ∈ Hd−1,(
Hd−1,d(·, ·))— пространство Лобачевского.
Пусть r > 0, o = (0, . . . ,0,1) ∈Hd−1, d(x,o)= d(x), Bτ = {x ∈Hd−1 : d(x)≤ r } — шар в
пространстве Лобачевского.
Если t > 0, η ∈Sd−2, x = (sinh t η,cosh t ) ∈Hd−1, то
dµ(t )=∆(t )d t = 2d−2 sinhd−2 t d t , dω(η)= 1|Sd−2| dη, dν(x)= dµ(t )dω(η)
— меры Лебега на R+, Sd−2 и Hd−1, соответственно. Вероятностная мера dω инва-
риантна относительно группы вращений SO(d − 1), мера dν инвариантна относи-
тельно группы гиперболических вращений SO0(d −1,1).
Если λ ∈R+ = [0,∞), ξ ∈Sd−2, y = (λ,ξ) ∈Ωd−1 =R+×Sd−2, то
dσ(λ)= s(λ)dλ= 25−2dΓ−2
(d −1
2
)∣∣∣∣∣Γ
(d−2
2 + iλ
)
Γ(iλ)
∣∣∣∣∣
2
dλ, dτ(y)= dσ(λ)dω(ξ)
—меры Лебега на R+ и Ωd−1.
Пусть X =R+,Sd−1,Hd−1,Ωd−1, dρ — мера на X , 1≤ p <∞, Lp (X ,dρ) — банахово
пространство с нормой ∥ f ∥p,dρ =
(´
X | f |p dρ
)1/p
, Cb(X ) — пространство непрерыв-
ных ограниченных на X функций f с нормой ∥ f ∥∞ = supX | f |, supp f — носитель
функции f .
Гармонический анализ в L2(Hd−1,dν) и L2(Ωd−1,dτ) осуществляется с помощью
прямого и обратного преобразований Фурье
F f (y)=
ˆ
Hd−1
f (x)[x,ξ′]−
d−2
2 −iλdν(x), F−1g (x)=
ˆ
Ωd−1
g (y)[x,ξ′]−
d−2
2 +iλdτ(y),
где ξ′ = (ξ,1), ξ ∈Sd−1.
Пусть χr (t ) — характеристическая функция отрезка [0,r ], F (a,b,c; z) — гипергео-
метрическая функция Гаусса,
ϕλ(t )=ϕ((d−3)/2,−1/2)λ (t )= F
(
(d −2)/2+ iλ
2
,
(d −2)/2− iλ
2
;
d −1
2
;−(sht )2
)
— функция Якоби, w(t )=ϕ20(t )∆(t ) —модифицированный вес, uλ(t )=ϕλ(t )/ϕ0(t ),
Qg (λ)=
ˆ
Sd−2
g (y)dω(ξ), y = (λ,ξ) ∈Ωd−1. (1)
— оператор усреднения по сфере.
Задача Турана. Вычислить величину
T (r,Hd−1)= supQ(F f )(0),
если
f ∈Cb(Hd−1), f (o)= 1, supp f ⊂Br , F f (y)≥ 0.
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Задача Фейера. Вычислить величину
F (r,R+)= supQg (0),
если
g =F f ∈ L1(Ωd−1,dτ), g (y)≥ 0, f ∈Cb(Hd−1), f (o)= 1, supp f ⊂Br . (2)
Теорема 1. Пусть d ≥ 3, r > 0. Тогда в задачах Турана и Фейера
T (r,Hd−1)= F (r,Hd−1)=
ˆ r /2
0
w(t )d t ,
экстремальные функции единственны и имеют вид
f ∗(x)= (ϕ0χr /2∗ϕ0χr /2)(d(x))´ r /2
0 w(t )d t
, g∗(y)= a(r )
( ∂uλ
∂t (r /2)
λ2
)2
,
где x ∈Hd−1, y = (λ,ξ) ∈Ωd−1 и a(r )=w2(r /2)/´ r /20 w(t )d t .
Задача Дельсарта. Вычислить величину
D(r, s,Hd−1)= supF−1g (o)= sup f (o),
если
g =F f ∈ L1(Ωd−1,dτ), Qg (0)= 1, g (λ,ξ)≤ 0, λ≥ s,
f ∈Cb(Hd−1), supp f ⊂Br , f (x)≥ 0.
Теорема 2. Пусть d ≥ 3, r > 0, λ′1 = λ′1(r /2) — минимальный положительный нуль
∂uλ
∂t (r /2) по λ. Тогда в задаче Дельсарта
D(r,λ′1(r /2),H
d−1)=
(ˆ r /2
0
w(t )d t
)−1
,
единственная экстремальная функция имеет вид
g∗(y)= b(r )
(∂uλ
∂t (r /2)
)2
λ4
(
1− (λ/λ′1)2
) ,
где y = (λ,ξ) ∈Ωd−1 и
b(r )=
( 1
w(r /2)
ˆ r /2
0
w(t )d t
)−2
.
Пусть y = (λ,ξ) ∈Ωd−1, g (y) — действительная непрерывная функция на Ωd−1,
Λ(g )= sup{λ> 0 : g (λ,ξ)> 0, ξ ∈Sd−2}.
Задача Логана. Вычислить величину
L(r,Hd−1)= infΛ(g ),
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если
g =F f ∈ L1(Ωd−1,dτ), g (y) ̸≡ 0, f ∈Cb(Hd−1), supp f ⊂Br , f (x)≥ 0.
Теорема 3. Пусть d ≥ 3, r > 0, λ1 = λ1(r /2) — минимальный положительный нуль
ϕλ(r /2) по λ. Тогда в задаче Логана
L(r,Hd−1)=λ1,
единственная с точностью до положительного множителя экстремальная функция
имеет вид
g∗(y)= ϕ
2
λ
(r /2)
1− (λ/λ1)2
, y = (λ,ξ) ∈Ωd−1, λ ∈R+, ξ ∈Sd−2.
Задача Бомана. Вычислить величину
B(r,Hd−1)= inf
ˆ
Ωd−1
(
λ2+
(d −2
2
)2)
g (y)dτ(y),
если g удовлетворяет условиям (2), y = (λ,ξ) ∈Ωd−1.
Теорема 4. Пусть d ≥ 3, r > 0, λ1 = λ1(r /2) — минимальный положительный нуль
ϕλ(r /2) по λ. Тогда в задаче Бомана
B(r,Hd−1)=λ21+
(d −2
2
)2
,
единственная экстремальная функция имеет вид
g∗(y)= 1
c(r )
(ϕλ(r /2)
λ21−λ2
)2
,
где y = (λ,ξ) ∈Ωd−1,
c(r )=
∂ϕλ1
∂λ (r /2)
2λ1∆(r /2)
∂ϕλ1
∂t (r /2)
.
Для решения экстремальных задач мы применяем операторы усреднения по
сфере Qg (λ) (1) и
P f (t )=
{´
Sd−2 f (x)dω(η), x = (sinh t η,cosh t ) ∈Hd−1, t > 0,
f (o), t = 0,
и сводим их к аналогичным экстремальным задачам для преобразования Якоби на
полупрямой.Общиеоценки в одномерных задачахполучаем спомощьюквадратур-
ных формул Гаусса и Маркова на полупрямой для целых функций экспоненциаль-
ного типа по нулям функций Якоби [1]. Экстремальные функции строим опираясь
на анализ условий равенства в неравенствах, получаемых при применении квадра-
турных формул [2,3].
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SOME EXTREMAL PROBLEMS FOR FOURIER TRANSFORM ON HYPERBOLOID
D.V. Gorbachev, V.I. Ivanov, O.I. Smirnov
We study the Turán, Fejér, Delsarte, Logan and Boman extremal problems for the Fourier transform
on the hyperboloid Hd−1 or Lobachevskii space. By the averaging method over the sphere we reduce
these problems to the problems for the Jacobi transform on the half-line. To solve them we apply Gauss
and Markov quadrature formulas on the half-line for entire functions of exponential type at zeros of
the Jacobi functions.
Keywords: hyperboloid, Lobachevskii space, Fourier transform, Turán, Fejér, Delsarte, Logan and Boman
extremal problems, Gauss and Markov quadrature formulas for entire functions of exponential type.
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ПОЛУГРУППЫ ГОЛОМОРФНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ
ПОЛОСЫ И ПОЛУПЛОСКОСТИ
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Изучается полугруппа голоморфных отображений полосы в себя и изоморфная ей по-
лугруппа голоморфных отображений правой полуплоскости в себя. Для голоморфных
отображений полосы требуется выполнение условия, которое является аналогом гид-
родинамической нормировки. Получены теоремы искажения для этих отображений и
выделены условия, при которых существуют области однолистности. Дано описание
класса отображений, которые допускают вложение в однопараметрические полугруп-
пы. Получен аналог уравнения Лёвнера-Куфарева для изучаемой полугруппы отобра-
жений и установлена теорема существования и единственности решений для этого
уравнения.
Ключевые слова: голоморфное отображение, теоремы искажения, области одно-
листности, однопараметрическая полугруппа, эволюционное семейство, эволюци-
онное уравнение.
Пусть f — голоморфное отображение полосы
S = {z ∈C : −π/2 < Im z < π/2}
